UMA INTRODUCAO A ANALISE ESPECTRAL DE
SERIES TEMPORAIS ECONOMICAS

Antonio Aguirre'

1 INTRODUCAO

As analises de séries temporais no dominio do tempo e no
dominio da freqiiéncia sao dois enfoques alternativos - porém comple-
mentares -, que formam parte da caixa de ferramentas analiticas da
Econometria. Ambos os métodos beneficiaram-se com desenvolvimen-
tos ocorridos nos ultimos 25 anos, mais ou menos, que os colocaram
ao alcance do pesquisador médio. Em particular, o avanco da tecnolo-
gia de computacao beneficiou ambos os métodos mas, sobretudo, a
analise espectral, cuja demanda computacional é formidavel.

Apesar disso, persistem alguns problemas que dificultam
o crescimento da utilizacao das técnicas de anéalise no dominio da
freqiiéncia, devido principalmente a exigéncia de conhecimentos ma-
tematicos que, usualmente, nao formam parte da bagagem dos cien-
tistas sociais. Basta mencionar, como exemplos, a necessidade de ter
certa familiaridade com variaveis complexas, e a de conhecer a técnica
analitica das Transformadas de Fourier.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma introducéao ao
tema das Transformadas de Fourier, mostrando como essa técnica é
usada em Econometria (analise de séries temporais, teoria das proba-
bilidades e teoria dos processos estocésticos). E desnecessario acrescen-
tar que tal apresentacao sera "nao-formal' e "ndo-matematica’, se é
possivel tratar desse tema sem se usar essa linguagem. A idéia é reduzir
ao minimo o uso de matematica, relegando para um apéndice as nocoes
basicas indispensaveis, eliminando qualquer algebrismo e demonstra-
coes. Com relagao a esse tiltimo ponto, serao mencionadas as referéncias
bibliograficas onde o leitor interessado podera encontrar um tratamento
mais formal do tema. Por tltimo, sera apresentado um exemplo concreto
com a finalidade de mostrar uma aplicacao simples dessa técnica.

A analise espectral nada mais é do que a soma da anélise
estatistica das séries temporais mais os métodos de anélise de Fourier.
Por isso, é importante conhecer um pouco da histéria desse fisico
francés, tema que trataremos brevemente na préxima secao.

1_ Professor do Departamento de Ciéncias Econdmicas da FACE e pesquisador do
CEDEPLAR-UFMG.
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2 SINTESE HISTORICA DA EVOLUCAO
DA ANALISE DE FOURIER

A idéia de usar "somas trigonométricas", isto é, somas de
senos e cosenos harmonicamente relacionados, para descrever feno-
menos periodicos, remonta a época dos babilénios, que usaram méto-
dos desse tipo para predizer acontecimentos astronomicos (Carslaw,
1930; Oppenheim et. al., 1983).

Histéria moderna desse tema comeca com Euler, autor da
formula

p—

yzjx:serzx—é2x+%seniix—...

que nada mais é que a expansao de uma funcao de x numa série de
senos (ver Apéndice).

]

Na metade do século XVIII havia surgido, como hipétese
plausivel no meio cientifico, a possibilidade de se expandir uma funcao
arbitraria de x como uma série trigonométrica de senos e cosenos de
multiplos de x, no estudo do problema fisico relacionado com a vibra-
cao de cordas (de um instrumento musical, por exemplo).

Assim como Lagrange, Euler descartou a possibilidade de
se usar séries trigonométricas no problema da vibracao de cordas.
Coube a Fourier o mérito de aplicar esse método, nao apenas no caso
de funcodes cuja existéncia ja tinha sido demonstrada, mas, também,
narepresentacéo de funcoes totalmente arbitrarias. A motivacao fisica
para o trabalho de Fourier foi o fenomeno da propagacao e difusao do
calor. No seu trabalho, ele mostrou que séries de sendides harmoni-
camente relacionadas eram tteis para representar a distribucao da
temperatura através de um corpo. Além disso, ele propos que "qual-
quer” funcéo periédica poderia ser representada por tais séries. Mas
ele também obteve uma representacao para séries aperiodicas, nesse
caso nao como somas de sendides harmonicamente relacionadas, mas
como integrais ponderadas de sendides que nao sao necessariamente
harmonicamente relacionadas.

A distincao entre o caso da representacao de uma seérie
peri6dica, e aquele de uma outra aperiédica, é importante, sendo que
o segundo é o caso mais geral que inclui o primeiro como situacao
particular.

Se a série que esta sendo representada é perfeitamente
periédica, sua expanséo é chamada Série de Fourier, e os respectivos
coeficientes sao os "Coeficientes de Fourier" ou "Constantes de Fourier".
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Qualquer fungao periodica pode ser representada exatamente por uma
série infinita de termos com senoides, sua série de Fourier. Se a soma
inclui apenas um nimero finito de termos, a representacao é aproxi-
mada e costuma-se chama-la analise harmonica.

Se a funcao for aperiédica, pode ser representada por uma
integral envolvendo sendides, e essa expansao é denominada Trans-
formada de Fourier, ou Integral de Fourier. Feita essa distincao,
pode-se usar a denominacao mais geral para referir-se aos dois casos.

A disting¢ao entre funcoes de tempo continuo e de tempo
discreto permite fazer o mesmo tipo de diferenciacéo nas transforma-
das. Portanto, existem Transformadas de Fourier de tempo continuo
e outras de tempo discreto.

Tal como se pode ver no Apéndice, o esfor¢co computacional
para obter a Transformada de Fourier de uma série com N observacoes
é consideravel. Tal esforco aumenta de forma polinomial, isto &, em
proporcao a N-.

Em 1965, foi desenvolvido um algoritmo para calcular
eficientemente as Transformadas de Fourier. Com esse algoritmo,
chamado FFT (Fast Fourier Transform), o esforco computacional
aumenta em proporc¢ao a N(log, N), em vez de N*. Tal procedimento
foi devido a Cooley e Tuckey (Cooley, Tuckey, 1965). O segundo dos
autores foi responsavel pelo desenvolvimento das técnicas necessarias
para computar a Transformada de Fourier, enquanto que Cooley, um
novo membro do centro de pesquisas da IBM em Yorktown Heights,
USA, foi quem elaborou o programa de computador. Agora sabe-se que
Cooley recebera a incumbéncia de realizar essa tarefa porque, na
época, era o inico membro do grupo que nao tinha nenhuma outra
coisa importante para fazer.

3 A ANALISE COM TRANSFORMADAS

A andlise com transformadas é usada para simplificar a
solucao de problemas. Um exemplo facil de se entender é o caso da
transformacao logaritmica, usualmente usado em Econometria para
linearizar relacoes exponenciais, por exemplo. Na hipotética situagao
de se ter querealizar a divisao de dois niimeros com precisao de muitos
decimais, sem ter acesso a uma calculadora ou computador, o proble-
ma pode ser resolvido mediante "analise convencional", que se resume
ao laborioso processo de divisdao manual, ou mediante a "analise com
transformadas". O ltimo procedimento requer a consulta de uma

Nova Economia | Belo Horizonte | v. 5 | n. 1 | ago. 1995. ) 43




tabela especial para obter os logaritmos do dividendo e divisor, a
subtracao dos mesmos (operacao muito mais simples que a divisao), e
a transformacao inversa (antilogaritmo) desse resultado para se ter a
solucao do problema original. Dessa forma, pode-se usar a técnica do
logaritmo para transformar a operacao de divisao em outra de subtra-
¢ao. A Transformada de Fourier é uma téenica que simplifica a solugao
de problemas de uma maneira semelhante. Assim, por exemplo, a
convoluc¢ao de duas fungoes no dominio do tempo transforma-se no
produto das respectivas Transformadas de Fourier, no dominio da
freqiiéncia.z

A transformacao logaritmica, considerada no exemplo an-
terior, é facil de se entender devido a sua unidimensionalidade. Com
efeito, a funcao logaritmica transforma um anico valor de x num tnico
valor de log x. A dificuldade para interpretar a Transformada de
Fourier deve-se ao fato de nao se tratar de uma func¢ao que mapeia
pontos para pontos, mas de um funcional que relaciona funcoes
definidas de — » a + ». Assim, diferentemente do que acontece na
funcao logaritmica, no caso do funcional transforma-se uma funcéao de
uma variavel definida de — w a+ « em outra funcéao, de outra variavel
também definida de — o a + w.

A Transformada de Fourier identifica as sendides® de
diferentes freqiiéncias (e suas respectivas amplitudes) que, somadas,
formam uma curva periodica qualquer. O Grafico 1 mostra um exem-
plo (Wonnacott, Wonnacott, 1972). Nesse caso, trés sendides combi-
nam-se para formar a funcéo original y(%).

Portanto, a esséncia da Transformada de Fourier de uma
funcao ciclica é a decomposicao ou separacao dessa fun¢ao numa soma
de sendides de diferentes freqiiéncias e, provavelmente, diferentes
amplitudes. O Grafico 2 ilustra essa interpretacao no caso de uma
funcao ciclica que pode ser expressa como a soma de duas senoides. Se
essas senoides, quando somadas, reproduzem a funcao ciclica original,
entao temos a Transformada de Fourier da mencionada funcao ciclica.
A representacao grafica da Transformada de Fourier da funcao ciclica
é um diagrama que mostra a amplitude e a freqiiéncia de cada uma
das senoides identificadas.

2 A convolugao de duas fungdes é um importante conceito da Fisica, usado em
diversos campos cientificos. Contudo, a integral que define matematicamente essa
operacao néo revela facilmente todas suas implicagoes. Uma interpretacéo gréfica
da convolugio pode ser encontrada em Brigham (1976). Ver Boyce, Diprima (1994,
p- 238).

3 Aexpressio "senofde” inclui as funcdes seno e coseno. Ver Apéndice.
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Grafico 1

Decomposigao em senodides
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Fonte: Wonnacot, Wonnacot, 1972.
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No Grafico 2 (parte b), a primeira senoide tem periodo T,
que corresponde a uma freqiiéncia 1/T, e amplitude 1 (ver Apéndice).
A segunda senéide tem periodo menor, 7/3, e amplitude igual a 1/2.
Seguindo a convencéo usual, o mesmo gréafico (parte ¢) mostra senoi-
des com freqiiéncias positivas e negativas para cada uma das freqién-
cias mencionadas, sendo que as amplitudes sao divididas pela metade.

Grafico 2

"Diagrama de Fluxo" da Transformada de Fourier
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Em resumo, a Transformada de Fourier mapeia a fungao
ciclica representada no dominio do tempo na parte (a) do Grafico 2,
na funcao descontinua no dominio da freqiiencia mostrada na parte
(c) da mesma figura.

Matematicamente, a relacao que permite passar do domi-
nio do tempo ao dominio da freqiiéncia denomina-se Equagiao de
Analise, ou Integral de Fourier, e escreve-se:

X(f) =J' x(t) e 2™t 1)
onde: i = V-1 .

A relacao que permite percorrer o caminho inverso, ou
seja, recalcular a func¢ao ciclicano dominio do tempo a partir da funcao
no dominio dafreqiiéncia, denomina-se Equagao de Sintese, ou Trans-
formada Inversa, e é a seguinte:

s - (2)
xt)=| X(f)e*™df

As relagoes 1 e 2, a menos de um fator de escala, formam
o que usualmente se denomina "um par de Transformadas de Fourier".
A primeira delas mostra que, para cada valor da variavel "f", o cor-
respondente valor da func¢ao X(f) é calculado fazendo a "soma" ponde-
rada dos diferentes pontos da funcao ciclica original, x(Z), onde as
ponderagoes sao exponenciais complexas que variam com "' e com
"f". No caso da Transformada de Fourier em tempo discreto aintegral
é substituida por um somatorio e, entao, é mais facil perceber a
natureza dos calculos envolvidos (ver Apéndice).

Em estatistica, a fungao caracteristica de uma variavel
aleatoria X é dada pela Transformada de Fourier da fun¢ao de densi-
dade de probabilidade p(x), com o sinal invertido (Hsu, 1970). Da
mesma forma, o power spectrum ou espectro de poder (uma ferramen-
ta da analise espectral) de um processo estocastico é dado pela Trans-
formada de Fourier da funcao de autocorrelagao do processo. Esses
sao dois exemplos de pares de Transformadas de Fourier que surgem
nesta area. Os exemplos se multiplicam nas areas de processamento
de sinais, oOtica, fisica quantica ete.*

4 Noitem Transformada Discreta de Fourier, no Apéndice, o leitor encontrara uma
breve explicacio de como se calcula o "espectro de poder" a partir da Transformada
de Fourier.
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4 A TRANSFORMADA DE FOURIER

Se a integral da equacao 1 existe para cada valor do para-
metro "f", entao a mesma define X(f), a Transformada de Fourier de
x(t). Tipicamente, x(¢) é chamada funcao da variavel tempo e X(f)
funcéo da variavel freqiiéncia. X(f) é, entao, a representacao de x(¢) no
dominio da freqiiéncia. Tal representacao contém exatamente a mes-
ma informacao que aquela contida na func¢éo original. Ambas fungoes
diferem apenas na forma de apresentar essa informacao. A analise de
Fourier nos permite examinar uma funcao de um ponto de vista
diferente: o dominio da freqiiéncia.

Em geral, a Transformada de Fourier é uma quantidade
complexa, ou seja:
X (f)= R(f)+iF(f)=| X(f) | ™V
onde:
- R(f) é a parte real da Transformada de Fourier, X(f);
- F(f) é a parte imaginaria da Transformada de Fourier, X(f);

- | X(f) | é a amplitude de X(f) ou o espectro de Fourier de x(2),
e é dado por VR2(f)+F« [ ) ;
- 0(f) é o angulo de fase da Transformada de Fourier, e é dado
EF(f)
or arc t, ||
? £ {R(i )}

Para ilustrar os varios termos definidos, considere-se a
seguinte funcgao da variavel "t":
Be ™ t=0
x(t)=
0 t<0

Substituindo x(#) na Integral de Fourier 1, e integrando,
obtém-se sua Transformada:
af . 2nfP (3)

X = N e die N S .
() o + (2nf )? Laz + (2nf )

Para cadavalor de"f" temos um niimero complexo diferente.
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Outra forma de escrever a mesma transformada é a se-
guinte:

i (arc !g[_ Qﬁ]}
H(f)m e & L *
oz + (2nf )2

onde:

af |
a2+ (2nf)? ’
_—2nfp
a2+ (2nf )

moédulo (ou amplitude): | X(f)|= \ch—(pZTf)E :

angulo de fase: 6( f) = arc tg{_inq -

parte real : RIX(f)=

parte imaginaria : FX(f) =

O Grafico 3 mostra a representacgao dessas quatro relagoes
como funcoes da variavel " f" (freqiiéncia).

Grafico 3

Funcoes da variavel "f"
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Uma situagao na qual se usa a andlise espectral é quando se
trata de ajustar um modelo estatistico aos dados de um processo qualquer.
Como cada tipo de modelo tem um espectro com caracteristicas proprias,
0 primeiro passo consiste em estimar a forma espectral dos dados para
obtermos uma indicacéo do tipo de modelo que melhor poderia ajustar os
mesmos. Depois, procuramos num "dicionario" de modelos-padrao para ver
se encontramos um com caracteristicas espectrais semelhantes.

5 UM EXEMPLO

Outro uso da Transformada de Fourier é na procura das
freqiiéncias que compoem uma série que esta misturada com ruidos
no dominio do tempo.? O "espectro de poder", uma medida da variancia
explicada pelas varias freqiiéncias - e calculada a partir da Transfor-
mada de Fourier da série original - é Gtil para detectar periodicidades
que nao sao facilmente discerniveis ao "olho nu" em funcéo da super-
posicao de diversas freqiiéncias e da presenca inevitavel de variacoes
aleatorias ou ruido.

Considere-se, por exemplo, a série dos precos mensais do
boi gordo no Estado de Sao Paulo no periodo marco/54 - fevereiro/81
(Grafico 4).5 Nesse periodo de 27 anos os precos nominais foram
expressos nas varias unidades monetarias existentes no Pais, e sofre-
ram aumentos devido ao processo inflacionario ocorrido. Por esse
motivo, os primeiros ajustes realizados na série dizem respeito a
homogeneizacéo das unidades e & deflacéo dos valores para expressa-
los em moeda de poder aquisitivo constante. Para esse tltimo fim
usou-se 0 IGP (Indice Geral de Precos) da Fundacao Getalio Vargas.

Como a série é nao-estacionaria,’ foi ajustada uma tendén-
cia linear a mesma, calculando-se a seguir os residuos com relagao a
reta de regressao. Usando a série de residuos foi calculado o power
spectrum que esta apresentado no Gréafico 5.8

5 [Essa é uma aplicacao univariada. Um exemplo de analise espectral multivariada
pode ser encontrada em Pastore (1994).

6 As razées pelas quais consideramos esse perfodo sio simplesmente didaticas.

7 O teste de raiz unitaria néo rejeita a hipétese nula de nio estacionariedade aos
niveis usuais de significAncia. O mesmo teste rejeita essa hipétese no caso das
primeiras diferencas da série.

8 Ao contrério da Transformada de Fourier, o espectro de poder é um vetor real.
Conseqiientemente, o espectro de poder perde a informagio contida na fase.
Recuperar esta informacao tem sido o objetivo ao desenvolver e usar o que se
chama Higher-Order Spectra (Nikias, Mendel, 1993).
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Grifico 4
Prego real médio do boi gordo no Estado de Sao Paulo
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Gréfico 5
Espectro de poder dos residuos da tendéncia
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O espectro de poténcia de uma série totalmente aleatéria
(ruido branco) é teoricamente constante, ou seja, ndo mostranenhuma
estrutura espectral. Por isso, ao analisarmos o espectro de uma série
qualquer estamos interessados em detectar e interpretar os picos que
possam existir, e as fregiiéncias as quais estao associados. No Grafico
5 0 maior pico esté vinculado com o valor de freqiiéncia f; = 0,15. Dois
valores relativamente altos a ambos os lados sao harménicos e sub-
harménicos do pico principal.® Outro pico importante aparece associa-
do com a freqiiéncia unitaria (f2), e também apresenta harménicos com
freqiiéncias um pouco menores e maiores que a unidade.

A variavel freqiiéncia mostra o nimero de ciclos comple-
tados por unidade de tempo. Apesar da freqiiéncia de amostragem dos
dados ser mensal, a escala horizontal do Grafico 5 foi construida de
maneira tal que o valor unitario esta associado com um periodo de um
ano.

O pico maior, correspondente a freqiiéncia f1, esta associa-
do com um periodo de 6,82 anos (82 meses). Isso significa que nos
dados existe um ciclo de baixa freqiiéncia, que se repete a cada 6,82
anos, e que explica uma por¢ao importante da variancia total da série.
Assim, esse pico detecta o chamado "ciclo do gado", tao conhecido na
literatura especializada em pecuaria (Dean, Heady, 1958; Iver, 1971;
Jarvis, 1974; Fundacao Joao Pinheiro, 1979; Silva, 1984; Mueller,
1987; Nerlove, Grether, Carvalho, 1988; Rosen, Murphy, Scheink-
man, 1994).

O pico relativamente alto observado na freqiéncia 1 sig-
nifica que um outro ciclo também é importante na explicacao da
variancia total da série. Esse ciclo de maior freqliéncia - que se
completa num periodo de um ano -, descreve as variagoes intra-anuais
(variacoes sazonais) que correspondem ao conhecido fenomeno da
oscilacao dos precos reais entre safra e entressafra.

Como todo processo dinamico nao-linear gera espectros de
poder com harménicos e sub-harmonicos dos principais componentes
de freqiiéncia, os picos menores existentes a ambos lados dos dois
anteriormente comentados sao considerados apenas como harmonicos
ou sub-harménicos dos ciclos principais e nao tém interpretacao
economica. O pico com freqiiénciaigual a 2 é, sem duvida, o harmonico
de freqiiéncia 2fs. O primeiro pico, a esquerda do principal, parece ser

9 Aqui se deveria usar algum dos testes existentes na literatura para testar a
significincia desses picos, mas esse assunto ndo sera tratado nesse artigo
introdutdrio.
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um sub-harménico dele, ja que esté associado com a freqiiéncia igual
afi/4. As freqiiéncias dos cinco picos a direita do principal coincidem,
com razoavel aproximacao, com as seguintes combinacoes lineares:
2fy - 12f1, 2f2 - 11f1,...,2f> - 8f1, respectivamente.

Finalmente, cabe mencionar que, quando se calcula o
espectro de poder das diferencas de 12% ordem dos residuos, o com-
ponente da freqiiéncia unitaria desaparece totalmente, os picos iden-
tificados como harménicos e sub-harmoénicos no paragrafo anterior
se modificam, e apenas o componente de baixa freqiiéncia permanece
inalterado. Toda esta evidéncia parece confirmar nossas interpreta-
coes.

Dessa forma, a analise espectral revela a existéncia de dois
ciclos: um, de curto periodo (12 meses), reflete as variagoes sazonais
que afetam os precos da arroba de boi gordo dentro de cada ano; o
outro, de longo periodo (82 meses), espelha as caracteristicas proprias
do processo produtivo da pecuaria no mundo inteiro, que se traduzem
no chamado "ciclo do gado".

6 RESUMO E CONCLUSOES

Nesse trabalho discute-se, de forma introdutoria, a natureza
da Transformada de Fourier. Menciona-se, também, o algoritmo deno-
minado Fast Fourier Transform que permite seu calculo. Esse algoritmo
esta dlspomvel em varios pacotes executaveis em microcom- putadores.!®
Dada uma série qualquer, essas técnicas permitem o céalculo de um par
de Transformadas de Fourier, a saber: o espectro de poténcia e a funcao
deautocorrelacao. Essa tiltima é conhecida na analise de séries temporais
no dominio do tempo e, em principio, pode ser estimada sem necessidade
de se recorrer a Transformada de Fourier.

A funcao de densidade espectral ou espectro de poder
contém informacoes sobre a série original obtida focalizando de um
ponto de vista diferente: o dominio da freqiéncia. A informacao por
ela proporcionada indica-nos quais as freqiiéncias que explicam as
maiores proporc¢oes da variancia total da série.!’ Dessa forma, essa
técnica é Util na identificacao de ciclos escondidos no meio das varia-
¢oes aleatorias ou ruido.

10 Um deles é 0o MATLAB\copyright, ou Matrix Laboratory.

11 Nesse trabalho nao se discute a determinacao da significincia estatistica de
diferentes faixas de freqiiéncia.

Nova Economia | B'elioiHorig(_)_n_te |v.5 | n. 1] ago. 1995. 53




Como um exemplo da aplicacéo dessas técnicas calcula-se
o espectro de poder dos residuos da regressao de tendéncia linear da
série dos precos médios mensais - em termos reais - do boi gordo no
Estado de Sao Paulo no periodo mar/54-fev/81. Assim, mostra-se como
a interpretacao da analise revela a existéncia de dois ciclos que sao
interpretados como as conhecidas variacoes sazonais (safra e entres-
safra) e o "ciclo do gado" presentes na série de precos analisada.
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APENDICE

CICLOS

O conceito de ciclo implica na repeticéo regular num lapso
fixo de tempo - chamado periodo - da transicao do pico ao vale, e de
volta ao pico. O Grafico Al apresenta uma funcao ciclica, mostrando
as trés caracteristicas de um ciclo: amplitude, fase, e periodo. Nesse
exemplo o periodo de 6 unidades de tempo (dias, meses etc.). A
freqiiéncia definida como o nimero de ciclos completados numa
unidade de tempo, ou seja, é a inversa do periodo. Nesse caso, numa
unidade de tempo transcorre apenas 1/6 de um ciclo completo.

Grafico Al

Caracteristicas de um ciclo
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AMPLITUDE

A amplitude refere-se a magnitude da distancia vertical
entre pico e vale numa funcéo ciclica.

EXPANSAO EM SERIE

Uma expanséo substitui uma fungao por um somatorio de
termos que é equivalente quando o nimero de termos tende a infinito.
Por exemplo,se 0 < x < 1,

f(x)=T1+; = l=gpda® =24 & —...

é uma expansao em série.

FASE

No momento #=0uma funcéo ciclica pode atingir um pico,
um vale, ou qualquer outro valor intermediario, dependendo da "po-
sicao" da mesma com relacio ao eixo do tempo. Essa idéia de "posicao’,
ou etapa da evolucao de um ciclo periédico é chamada "fase". Duas
funcoes ciclicas podem ter a mesma amplitude e o mesmo periodo mas,
se tém fases diferentes, diz-se que uma esta defasada com relacao a
outra: existe um descompasso entre elas. Um exemplo disso sao as

funcoes seno e coseno que indistintamente, sao chamadas "senai-
G ’ ]
des".

FREQUENCIA

A freqiiéncia indica a velocidade com que um fenomeno
ciclico se repete. Assim, uma onda de alta freqiiéncia passa do pico-ao
vale-ao pico num curto intervalo de tempo, ou curto periodo.

PERIODO

O periodo é o inverso da freqiiéncia.
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RELACOES DE EULER

O seguinte par de identidades

¢’ = cosO+isend

e = cosO—isend

Permite-nos traduzir qualquer funcao exponencial imagi-
naria em termos de uma combinacéo linear equivalente de senoides,
e vice-versa (Chiang, 1982).

SENOIDES

Essa expressao inclui as funcoes seno e coseno. A proprie-
dade basica das sendides que as habilitam como fung¢oes adequadas
para a andlise de séries temporais é seu comportamento sob mudanca
na escala do tempo.

Uma senoéide com freqiiéncia o (em radianos por unidade
de tempo), ou periodo 2n /o pode ser escrita como:
f(t)=R cos(ot + §)

onde R é a amplitude e ¢ é a fase.

Se mudarmos a variavel tempo mediante uma transforma-
céo linear que implique, além da mudanca de escala, uma nova origem,
tal como:

u_t—a
b
ou
t=a+bu
temos:
gu)=fla+bu) = Rcos [o(a+bu)+¢] = R’ cos(o’u+¢’)
onde:
R'=R
o'=0b
P=¢+0a

Assim, a amplitude nao muda, a freqiiéncia é multiplicada
por b (a inversa do fator de mudanca na escala do tempo), e a fase é
alterada numa magnitude que envolve a mudanca da origem e a
frequéncia da sendide.
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TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Considere-se, como exemplo, o seguinte vetor x(n) de com-
primento N=5:

~
S ‘
—~
~
|~
N

|
|

|

i
1
|2
3
4

A Transformada Discreta de Fourier do vetor x(n) é outro
vetor obtido com a seguinte formula:

N-1 T
X(k): Z elkZR,n

n=0

=01, .., N=1.

Os elementos do vetor X(k) sao os seguintes:
)_('(0):(5+4+3+2+1)=15

= -i gn =i 41! - 91: =i §n
X(1)=[5+4e 5 +3¢ 5 +2¢ 5 +¢ 5 ]=25-3,441i

= —i £ n =i 81! -i'*zn —iEn
X(2)=[b+4e 5 +3e 5 +2e¢ 5 +e 5 ]=25-0,8123i

= -I_n —ITTR o S =N
X@3)=[5+4e 5 +3e ° +2e 5 +e

6 12 18 24
5 1=2,5+0,8123i

16 .24 .32

T AXTTI =

O +2e 9 +e

5

" 1=2,5+3,441i

Como se pode ver, a Transformada de Fourier de um vetor
real produz um vetor complexo. Para se obter o espectro de poder -
que é, novamente, um vetor real - multiplica-se cada elemento do vetor
complexo pelo seu conjugado.

.8
X(4)=[5+4¢ 5 +3e

Outra forma de se obter o espectro de poténcia de uma
série é aplicando a Transformada de Fourier a correspondente funcao
de autocorrelagao. Como o espectro de poder e a funcao de autocorre-
lagao de uma série formam um "par de Fourier’, o algoritmo da FFT
(Fast Fourier Transform) é eficiente no calculo de ambas.
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